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INTRODUCTION 
Soit L(t) une famille d’operateurs auto-adjoints dans un espace de Hilbert H. 
A la suite des travaux de Gardner, Kruskal, Miura, Zabusky, Lax [S, 91 a 
cherche des conditions pour que les operateurs L(t) soient unitairement 
equivalents, i.e. pour qu’il existe une famille d’operateurs unitaires U(t) tels 
que U*(t)L(t) U(t) = L(0). Le spectre de L(t) est alors clairement independant 
de t. 
En fait, Lax a montre qu’une telle famille U(t) existe si on peut trouver 
une famille B(t) d’operateurs anti-autoadjoints, tels que le probleme 
du 
soit bien pose pour u,, dans un ensemble dense de H, et tels que la relation 
suivante ait lieu: 
L, =$ = [B,L] =&%-LB. (0.2) 
(On suppose bien sur que tous les operateurs introduits dependent regulibrement 
de t). 
Prenons 
L(t) = 02 = u(-, t), D=& 
L(t) est une famille d’operateurs de Schrodinger a une dimension operant sur 
les fonctions R + W, ou, si u est un potentiel periodique en X, une famille 
d’operateurs de Hill operant sur les fonctions ptriodiques. 
Dans [S], Lax considere des operateurs differentiels 
a-1 
B, = D&+1 + c [#dD%+l + @j+lbjB)]. 
(O-4) 
j=O 
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Ecrivant que (0.2) est vCrifiCe, on obtient ut = [.23, L]. Le deusieme membre 
est un operateur differentiel d’ordre 2q, symetrique; le fait qu’il soit d’ordre 0 
impose q conditions, d’ou le choix des q coefficients 6jq’(z). 
On est done conduit a des equations non lineaires: 
que nous appellerons equations de Kortewegde Vries gCnCraIis&es d’ordre q. 
Si on prend q = 1, 1 equation (0.5) n’est autre que l’equation de Korteweg- 
de Vries habituelle 
Ut + uu, f zc,,, = 0. 
Pour q = 2, YCquation (0.5) est 
L’objet de ce travail est d’etudier le probleme de Cauchy, sur [w ou sur 
le cercle, pour une classe d’equations d’evolution non lineaires englobant 
(0.5) et d’autres equations introduites dans divers contextes physiques [2, 121. 
Ces equations, d’ordre 2q + 1, s’ecrivent 
au a 
z + 5 (grad -Ull)> = 0 dans R x IO, T[ W) 
ou lr x IO, 2-I 
24(x, 0) = u&x) (0.7) 
oti I, est une fonctionnelle definie sur des sous espaces de fonctions regulieres 
de L2. (Les hypotheses precises sur 1, seront faites plus loin). 
Nous donnons d’abord-sous des hypotheses qui nous semblent minimales 
sur IQ-par une methode de r6gularisation parabolique un theoreme d’existence 
de solutions faibles de (0.6)-(0.7) ( i.e. dans l’espace de Sobolev Ha). Utilisant 
un rbuItat de Gardner [S], nous prouvons ensuite I’existence de solutions 
Cio pour les equations de Korteweg-de Vries gCnCralisCes, plus precisement 
de solutions dont les derivees en t de tous ordres appartiennent B nT=‘=, ET&. 
Nous n’avons pu demontrer I’unicite dans cette dasse (pour l’equation de 
Korteweg-de Vries usuelle, elle est assuree dans Hz). 11 faudrait probablement 
travailler dans des espaces de fonctions d&croissants rapidement a I’infini. 
D’autres gCnCralisations de l’equation de Korteweg-de Vries ont fait I’objet 
du travail [17, 181. On pourra consulter [3, 14, 19, 211 pour des resultats d’exis- 
tence et d’unicite pour l’equation de K.-de V. usuelle. 
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1. UN TH~OF&ME D'EXISTENCE 
On notera Hs(iR) I’espace de Sobolev reel d’ordre s (s E R), defini par exemple 
par transformation de Fourier: 
zP(R) = (24 EL”@); 1 f 1s G(f) EL2(R)}. (1.1) 
C’est un espace de Hilbert pour la norme 11 *jJs associee au produit scalaire 
On notera de meme Ha(U) l’espace de Sobolev reel d’ordre s sur le cercle. 
Si s .$ N + 4 , H”(U) peut &tre caracterise comme l’espace des fonctions u de 
@(O, 1) telles que 
Pour abreger les notations, nous noterons Hs l’espace W(R) ou IiT( aucune 
ambiguW n’etant possible. 
Nous decrivons maintenant le terme IQ de l’equation (0.6). Soit J&X,, , 
-q >**-, -x2> un polynbme de la forme 
J, = %J,z + J*(& > Xl T-‘-7 &-I), a* # 0 (1.3) 
avec 
1 J&O, o,... 0) = 0. (1.4) 
DEFINITION. Si X2AT ... X,“p est un monbme de J, , on d&nit son poids par: 
(1.5) 
Nous ferons alors l’hypothese essentielle suivante sur J,: 
Tous les monomes de J, (autres que ahx,a) sont de poids (4-q + 2. (1.6) 
Evidemment, le poids de aXQ2 est 4q + 2. 
Nous posons maintenant 
I,(u) = j- J&J) dx = j J&i, Du ,..., D%) dx 
(integrale sur R ou sur II), 
(l-7) 
chaque fois que la fonction ZJ est asses regulihe pour que I’integrale ait un sens. 
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Remarquons qu’on peut supposer (aprb des integrations par parties even- 
tuelles) que tous les mor&mes de J,(U) sont au moins de degre 2 en la derivee 
d’ordre le plus Cleve. 
Soit F une fonction reelle Frechet-differentiable sur L2; on note gradF(zr) 
la diff&entielle de FrCchet de F en ok, L2 etant identifie ?I son dual. On a bien sur 
Nous considerons alors des equations du type: 
g + & grad I,(U) = 0 dans R x IO, T[ (1.8) 
21(x, 0) = 21()(x) u-91 
ou bien 
au 
- + & grad f,(u) = 0 
at 
dans 10, l[ x IO, T[ (1.8)‘ 
u(x, 0) = U&) (1.9)’ 
D%(O, t) = D%(I, t), vt E [O, T], h = 0, 1,2... (1.10)’ 
(le nombre de d&iv&es qui se raccordent depend de Ia regularite de la solution). 
On se propose de demontrer le resultat d’existence suivant: 
Td0Rh~ 1. Soit la(u), q > 1, v+iant l’hypoth&se (1.6). Soit u0 E Hq. 
IL existe alws u E Lm(O, 7’; Hq) solution au sens des distributions de (1.X), (I .9) 
[resp. (IA)‘, (1.9)‘et (1.10)’ D%(O, t) = Dl”zl(l, t), Vt E [0, T], K = 0, l,..., 4 - l.] 
Avant de demontrer le ThCoreme I, notons que les equations de Korteweg- 
de Vries gCnCraIisCes et les equations mentionnees dans I’introduction entrent 
dans ce cadre: 
EXE~VPLE 1. Equations de Korteweg-de Vries gCnCralisCes d’ordre 4. 
COROLLAIRE 1. Soit u0 E HP; il existe alms u E L”(0, T; H”> solution de (0.5) 
(1.9) [resp. (0.5), (1.9)‘, (l.lO)l]. 
Preuve du Corollaire 1. On utilise le 
LEMME I (Gardner [S]). On a K,(U) = c(q) (gradF,(u)), , c(q) = cte; 
awec F,(u) = j-P&u) dx o& P, est wz polymke en u, Du,..., D%. On peut supposes 
(a@& int6grations par parties kventuelles) que duns tout mon&ne de P, , la d&iv&e 
d’ordre le plus kleve’ a une puiksance au mains kgale h 2, 
De plus, si on appelle rang d’un mondme UQ ... (D%+ de P, la quantite’ 
z:f, cq(I + i/2), chaque mon6me a @.u rang q + 2. 
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I1 suffit done pour prouver le Corollaire 1, de verifier I’hypothese (1.6) pour 
les monbmes de P, . 
C’est clair pour le terme (D%)*. Maintenant si &a ai(l + 272) = q + 2, 
il y a au moins un oli > 2 et un autre 31; done &, ioIJ2 < q - 1. 
Par ailleurs, 
go cxi( 1 + 2i) = i ai (1 + +-) + i 5 ia, 
i=O i=O 
I; 
=q+2+iriai<4q-11. 1 
Z=O 
EXEMPLE 2. Dans [12], E. J. Lisher propose l’equation suivante pour 
decrire le mouvement anharmonique d’atomes dans un reseau (les constantes 
physiques ont CtC prises &gales a 1 pour simplifier l’ecriture): 
‘Ut + + + V2)% + v,‘u,, + ; v,,, + 4~Z&V,, -t v2v,,, + v,” + v,,, 
+ ‘u,,,,, = 0 dans 08 x IO, T[. (1.11) 
v(x, 0) = vo(x). (1.12) 
On remarque que (1.11) s’ecrit encore 
‘Ut + ( g + f + ; vv,, + ; v$* + vv,,2 + v%,, + v,, + VEX,,) 
x (1.13) 
et que l’expression entre parentheses est le gradient de la fonctionnelle 
11 est trivial de verifier que l’integrand v&Se (1.6). On en deduit le 
COROLLAIRE 2. Si v. E W(R), il existe v EL~(O, T; W(R)) vh$k~t (1.1 I), 
(I. 12) au sens des distributions. 
EXEMPLE 3. Dans [2], D. J. B enney introduit des equations aux d&i&es 
partielles non lineaires de la forme 
Ut + Lu = N(a), u = 24(x, t), XE R, t E LO, Tl (1.15) 
ou L est un operateur differentiel lineaire, ne comportant que des d&iv&es 
d’ordre impair, alors que N(U) et UN(U) sont divergentiels. Par exemple, 
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L = D5, N(u) = uu,,, + 2u,u,, . Dans ce cas, N(u) = a/ax grad J(U) oti 
J(U) = $ SW $a,, do. L’hypothese (1.6) est v&if% et on a l’existence dune 
solution zl gLm(O, T; H”(R)) de (1.15) avec la condition initiale U(S, 0) E Hz(R). 
Remarque 1. Les equations de Korteweg-de Vries generalisees d’ordre p 
ont recemment fait l’objet de travaux utilisant des methodes trts variees 
(scattering inverse, systemes hamiltoniens, liens avec la geometric algebrique, 
cf. Miura jl3] et Dubrovnin, Matveev, Novikov [4] ainsi que leur abondante 
bibliographie). II ne semble pas que de telles techniques s’appliquent aux 
equations des exemples 2 et 3. 1 
Dt!monstmtion du Thkortbne I. On va proceder par regularisation parabolique, 
comme dans [21]. 
11 existe tiOE E nSs, Hs, avec uDE -+ u, dans HQ, quand E --+ 0. Considerons 
alors l’equation regularisee: 
uqx, 0) = UOE . (1.17) 
LEMME 2. I2 existe we solution unique uE de (I. 16), (1.17), vki$unt u E 
Cm(P, Tl x R) [ res P. u E P([O, T] x [0, 11) et D%(x, t)-+O pzrund 1 x 1 -F $00, 
Vt, V/i = 0, l,... [yes@ D*u(O, t) = D%(l, t) Vt, ‘v’k = 0, I ,... 1. 
Dkonstuation. On obtient d’abord classiquement, par exemple par la 
methode de Galerkin et par compacite (cf. Lions [lo])-avec un argument 
de suite diagonale pour le passage a la limite dans le cas du probleme de Cauchy- 
l’existence dans Lw(O, T; L2) n L2(0, T; Hg+l). 
Puis par derivation en x de l’equation, on obtient la rCgularitCL”(0, T; H1) n 
La(0, T; HQ+~), et ainsi de suite, jusqu’a ce que l’on puisse appliquer les resultats 
standards de regularite des problemes paraboliques lineaires [l, 111 (i.e. 
jusqu’a ce que ZC~ E L”(0, T; Hio) n L2(0, T; H~+l+o), i0 tel que le terme non 
lineaire de (1.16) soit dans L’(0, T; H”), k > i0 + I). 1 
Les lemmes qui suivent donnent des estimations a priori independantes 
de E, permettant de passer a la limite dans (1.16): 
Dbmonstration. Pour alleger les notations, nous ne noterons plus les indices E. 
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On multiple (1.16) par u et on integre en x; il vient: 
Mais J (grad I&)).u dx = -J grad I,(U) uz dx = -J (J,(u))~ dx = 0 puisque 
JJO,..., 0) = 0. 1 
Pour obtenir I’estimation suivante, multiplions (1.16) par Z@ grad I,(u). 
On a evidemment s (grad $(zc))(grad IQ(~))z dx = 0 et 
a,(~+ , grad I&U)) + CX~( - ~)Q+~(D~~+%J, grad I,(g)) = 0. (1.20) 
Mais (ut , grad l&u)) = d/dt s J,(u) dx. Posons J,(U) = C@QU)~ + Ia( on a 
alors 
4~~ , gradI,( = aq2 jq(g dx. (1.21) 
LEMME 4. Pour tout 77 > 0, il existe c(7) > 0 tel que 
Dhomtration. On a a estimer des monomes de la forme 
II!&(u) = u=o(Du)“l ... (D”+, K,(q-1 
avec (hypothese (1.6)), &,, ~~(1 + 2i) < 49 - 1. 
D’apres I’inegalid de Holder: 
oti Ies pi, i = 0, l,..., k, verifient l/p,, + -.a + ljpk = 1. Mais d’aprks le 
theoreme de plongement de Sobolev, on a 
H”i C L”‘“i 1 1 oh si=---. 
2 %Pi 
L’inCgalitC (1.23) devient alors 
II ~&>ll~~ G II f.4 ll$ II 24 II:,+1 *-- II ZJ Kk,k - (1.24) 
On remarque que s, + 1 < q pour i - q - 1 (en eifet, si < -1). On peut done 
Ccrire: 
H’“+’ = (H’, L2)s,,a l, oti Bi = 
9-Q-i 
4 
* Espaces d’interpolation reels au sens de Peetre cf. [15]. 
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et 1 - ei = (si + i)/p. 11 en rCsuIte: 
d’aprb le Lemme 2. 
On dCduit alors de (1.24), (1.25): 
11 Mk(U)>llL1 < c 11 u [lf~=o”i(si+i)‘q. (1.26) 
Mais si + i = (1 + 2i)/2 - 1/0l~ p, et 
cQ(Si + i) = 1 oli(l + 2i) 
P 4 [ 
1 
2 
--. 
Pi I 
D’oh 
k a& + i) c Q i=O = $ [; to “i(l + 2i) - I]. 
On aura &, cui(si + i)/q < 2, pour tout k = 0, I,..., q - 1 si et seulement si 
(1.6) est vtkifiCe. 
L’estimation (1.22) rhlte alors de (1.26) et de I’inkgalitC de Young. 1 
11 faut maintenant estimer 
(DWU, grad 1&u)) = f f j,(~ + qDzq+%) dx In+, = i 1 D@f~+%&,(u) dx 
i=O 
Par intkgrations par parties et en utilisant les propri&% de J, , on obtient: 
.c(- 1)4f1 ,,JD2qf2 u, grad I,(U)) = 2.~01,~ 
I 
(D2q+1ti)2 dx 
P-l 
- + E c (- l)Qfif%i 
i=O J 
D2~+1uDif1(Jj,~U(u)) dx. 
(1.27) 
LEMME 5. Pour tout 7 > 0 il existe c(q) > 0 tel que 
4-l 
E so ci I s Deq+W(t) Di+‘(J&&+))) dx 1 
d 47) + 7’ II wllk?+1 > Vt E [0, T]. (1.28) 
Dhonstration. On a, 2 des constantes multiplicatives p&s: 
D”““(J&&)) = Dio+l[ub~(DU)a’ ..a (Di~u)oL’o-l .. . (Dq-lu)%-l] (1.29) 
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avec 
(1.30) 
Maintenant, toujours ?t des constantes multiplicatives prks: 
~“0’1(J&&)) = c BOO . . . ~~io((~“ou)““o-‘) . . . p%-‘((~“‘u)““-“). 
I;Bj=l+i, (1.31) 
Chaque D”i((Du>““) est & son tour somme de termes de la forme: 
5 yki = Ly( 
k=O 
et 
ho ye = Qio - 1 
(1.33) 
(1.34) 
Do+l(J 
D% 
(u)) est done somme de termes de la forme 
k==O k-0 
Pa-1 
. . . PO (,“‘r-l+‘lu)~~-l (1.35) 
avec: 
k=O 
j # & 
~oy;Y=ai,-l, 
z. 
rn$y2 = pi, 
a-l 
(1.36) 
(1.37) 
(1.38) 
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Estimons d dans L2; &+ est un poIyn6me de degrk 
4-l 
s = c al- 1. 
Z=O 
(1.39) 
On obtient alors avec 1’inkgakitC de Hiilder: 
(1.40) 
On a H+-1)P CLzS; en posant s’ = (S - I)/%, (1.40) devient alors: 
Mais Hm+s’ = (H2*+1,L2)8,2 , avec (1 - 6) = (wz + s’)/(2q -F 1) d’oti 
/I u llmts* < c jl u jl~~‘)‘(zq+l), d’apds le Lemme 3. (1.42) 
Posant 172’ = 1 - hz = (%” + E + s’)/(2q + l), (1.41) devient done 
k=O k=O 
G c II u ll;J$l , (1.43) 
Oh 
“to 
e(q) = t yko7)to + -.- + c y:q: + -a. + y y;-‘$-“. (1.44) 
k-0 k-0 k=O 
Le LeGme 5 sera done dCmontrC, en utilisant I’inCgaIitC de Young, si on 
prow-e le 
LEMME 6. e(p) < 1. 
Dehmtration du Lemrne 6. On a z$zo ykhjJzz = (1 $ s’)/(2q f 1) x2!, ykz j- 
1/(2q + 1) Cih ysznzJ~z soit d’aprk (1.36), (1.37): 
& [4 + 0 + P,l si l+io (1.45) 
1 
Yk%' = 2q + 1 ~ CC%, - I)@0 + s') + p,J (1.44) 
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Done, 
et d’aprks (1.38): 
e(p) = 2q + 1 
‘-p,(l+d)]+ “‘:,s”l-s’ l=. 
(1.47) 
11 suffit done de montrer que x(q) = CfIt ol,(Z + s’) < 2p + s’. Or, d’aprks (1.6), 
(1.48) 
(I-1 a-1 
x(4) = zz q + 4) + (s' - 4) c 5 
I=0 
X(Q) < 2q + Q + (s’ - $)(s + 1) d’aprh (1.48) et (1.39). 
Puisque s’ = 4 - 1/2s, on en dCduit que 
I C.Q.F.D. 
On dkduit alors des Lemmes 3, 4, 5 que pour tout y > 0 il existe c(q) > 0 
telle que 
d c(~)[l + II D’uoe II;1 + rl II W)ll: + rlc lot II Wl;n+x 6 Vt E [OS Tl, 
(1.49) 
soit avec le Len-me 3 et le Lemme de Gronwall: 
II UE II L~CO,?xf~, G c 
El’2 11 UE 11 p(oJ;p2+1) G c. 
(1.50) 
(1.51) 
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On en deduit une estimation sur M/at: 
LEMMX 7. 
auc 
/i-/i at < c. r?(O,T;H-‘-1) 
(1.52) 
D&nonstration. On a auE/at = -aj&(grad In(~)) f G(-- I)/ D2QfPuE. D’apres 
(1.51), &I2 1) D2q+2uE lJLe(o,r;a-r) < c. Par ailleurs, 
En effet, gradI, = D2q/ue + termes de la forme 
Dk[$o . . . (&)Wl . . . (Dq-lU)ap-I], O,ck<g-1. 
Puisque Lz(O, T; Hs) est une algebre de Banach pour s > $ et en vertu de 
(1.50), l’expression entre crochets est born&e independamment de E dans 
Lm(O, T, rJL), d’oh (1.53) et (1.52). m 
Le passage ?I la limite ne presente pas de difficulte: On peut extraire d’apres 
(1.50) et (I 52) une suite uE telle que 
uE -+ u dans L”(0, T; HP) faible-etoile (1.54) 
au< 
- --f g dans L2(0, T; H-Q-1) faible. at (1.55) 
Dku’ -+ Dku, k = 0, l,..., 4 - 1 p.p. dans R x 10, T[ 
(rev. IO, 11 x lo, Tf). (1.56) 
La convergence presque partout dans (1.56) s’obtient en utilisant le pro&de 
diagonal dans le cas du probleme de Cauchy et Ie lemme de compacite d’Aubin 
(cf. par exemple [lo}). 
On voit facilement que I’hypothkse (1.6) imphque que les monomes de 
grad &(zc’) sont au plus lineaires en DkuE, k = q, q + l,..., 2q + I. On peut 
alors passer a la iimite dans le terme a/&[grad &(zc”)]; grace a (1.54) (1.56) 
-+ g [grad I,(U)] dans a(rW x ]O, T[) 
Y 
(resp. 9fl0, l[ x }O, T[). 
Les conditions (1.9), (1.9)’ ont lieu d’apres (t.54}, (1.55) et on obtient (1.10)’ 
a la limite. 
Remarquons, d’apres les resultats classiques de W. Strauss [ZO], que u est 
(aprbs modification Cventuelle sur un ensemble de mesure nulle) faiblement 
continue de [0, T] dans Hp. 
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2. RBGULARITB Cm DANS LE CAS DES EQUATIONS 
DE KORTEWEG-DE-VRIES G~~ALISBES 
Nous nous appuierons sur un formalisme et un lemme de Gardner. 
Si F et G sont deux fonctionnelles reelles FrCchet differentiables sur un 
espace de fonctions a preciser, definies sur R ou sur le cercle, on definit avec 
Gardner un crochet de Poisson 
[F, Gj = 1 grad F(u) k (grad G(u)) dx 
(on integre sur R ou sur U et on suppose F, G et u assez regulieres pour que 
I’integrale ait un sens). 
Nous pouvons alors Cnoncer la proposition suivante, valable pour les equations 
gtnerales du type (1.8): 
PROPOSITION 1. Soit k > q. Supposons qu’il existe une fonctionnelle I,C uyunt 
Zes m6mes proprit%s que I, (i.e. de la forme (1.7) 02c Jk rh-$Te (1.3) et (1.6)), et 
telle que 
[I, ) IJ = 0. 
Alors, si uO E IP, il existe une sohtion de (1.8), (1.9) (resp. (1.3)‘, (1.10)‘) apparte- 
nant ci.Lyo, T; IP). 
Dbmonstqation. Considerons encore l’equation regularisee (1.16). Multi- 
plions (1.16) par grad Ik(u’). 11 vient 
( $ , grad I,(*‘)) + (g (grad I,), grad Ik(uE)) 
+ ~((-1)“” D’ZQ+W, grad Ik(u’)) = 0. 
On a 
( aus - , grad Ifi( = $ Irc(u’) = $ s Jk(ut) dm at 
et 
(& (grad In(u’)), grad In) = -[Ia( Ik(u’)] = 0 par hypothbe. 
Mais 
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et d’apres Ie Lemme 4, on a pour tout q > 0: 
De meme, 
(2Sj 
E((- 1)“‘: DaQTau’, grad I,) = cte x E 
s 
(Dq+P+lu~)a dx + E 
s 
R@) dx. 
Ce dernier terme s’estime de faTon analogue au Lemme 5 (c’est m&me un 
peu plus facile). On obtient, pour tout 7 > 0 
On obtient done finalement, d’apres (2.1) (2.2) l’estimation: 
II DkuE II P(O,7x~) G c, 
La Proposition 1 s’en deduit immediatement. 1 
COROLLAIRE 3. Soit k entier >q. Si a0 E H1, l’bquation de Korteweg-de V&s 
ghhaZist?e d’ordre q (0.5) (avec les conditions (1.9) ou (1.9)‘, (1.10)’ a urze sol&m 
u EL=(O, T; Hk). 
Dbrzomtration. Elle rCsulte de la Proposition 1 et du Lemme suivant: 
LEMME 8. (0~ reprend les notations du Lemne 1): [F, , F,] = 0 ‘dn, m E N. 
Dthonstration. La demonstration dans le cas periodique est donnke dans 
Gardner [5]. Dans Ie cas du probleme de Cauchy, il suffit d’adapter l’argument 
de [5] en utilisant le ThCoreme 5 de [9) (l’inCgalitC de Jacobi pour le crochet 
de Poisson [ , ] se demontrent en copiant la preuve donnee par Lax [9] dans 
le cas periodique). 
COROLLAIRE 4. (RLgularite’ Cm). Si u,, G &,, HS, it existe me solution u de 
(0.5) met Zes conditions (1.9) ou (1.9)‘, (1.10)’ appartenant ?i Cm([O, T] X W) 
aaec D7%(x, t) -> 0 quuand / x I+ ,zo, Vk = 0, I,..., ‘dt E (0, T] [resp. Cm([O, T] x U)] 
D&no&ration. C’est clair pour la regularit en espace d’apres le Corolla&-e 3. 
Pour la regulariti: en temps, ii suffit de d&river en t l’bquation (0.5) (justification 
en passant par l’equation rCgularisCe). 
On a d’apres (0.5), &/at EL=(O, T, f-j+0 H5), puis Pu/2t2 = P(u, Du,..., 
au/at, D(&gq,...) 06 P est un polynome en u, Du ,..., au/at, D(&cjst) ,... . Ora 
obtient alors Pu/8t2 E Lm(O, T; nS>, Hs) et ainsi de suite. 1 
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3. EXTENSIONS 
On peut considerer des equations du type (0.6) en dimension quelconque 
d’espace: 
(grad I,(U)) = 0 (3.1) 
u(x, 0) = u&z) (3.2) 
(x, t) E LIP x IO, T[ OU (3.3) 
(x, t) E I-” x IO, T[ (T” = tore zz-dimensionnel). (3.4) 
Des equations de ce type ont CtC introduites par Tsutsumi [22]. (Noter 
toutefois que les Theoremes 4 et 5 de [22] semblent incorrects en vue de [16]). 
La fonctionnelle I&) intervenant dans (3.1) sera encore de Ia forme 
law = 1 J&4 dx ( integrale sur Rn ou P) 
oti J,(U) = OI~ 1 Vu j2* + polynome en les derivees d’ordre inf&ieur,2 avec 
J,(O, 0 ,...) 0) = 0. 
De man&e analogue a la dimension 1, nous definirons le poids d’un monome 
zP’o(DU)“~ ..- (D”u)o* (ici Dk d Csi g ne une derivation quelconque d’ordre k) par: 
T %(n + 29. (3.5) 
Nous ferons I’hypothkse: 
Tous les monomes de J, autres que 01~ 1VU j2g sont de poids t4q + 2n. (3.6) 
On obtient alors, en modifiant Egerement la preuve du ThCoreme 1 (les modi- 
fications sont essentiellement celles dues aux differences dans les theoremes 
de plongement de Sobolev): 
T&O&ME 2. Sous l’hypothise (3.6), si z+, E Hq, il existe me solution u de 
(3.1), (3.2), (3.3) [resp. (3.411 qui zGyl;fie u EL~(O, T; El*). 
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